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In [3] entwickelte W. Gaschiitz die Thcorie der Formationen. Dabei heisst 
eine Rlasse 9 von endlichen Gruppen eine Formation, Jvenn mit jeder 
Gruppc 8 au& jedes epimorphe Bild von 8 und mit Sj%, (i = 1, 2) such 
C5/91, n 8, in .9 liegen. Eine nichtleere Formation heisst gesattigt, :venn 
aus S/@(@i) E .F stets 05 E 9 folgt. I) ie gestittigten Formationen sind nach 
Gaschiitz [3] und Lubeseder [6] ( sie le 1 such Huppcrt [5]) gerade diejenigcn 
Formationen, die man lokal, d.h. fur jede Primzahl p, durch Formationen 
9( p) et-khen kann. Man kann dabei die lokalcn Formationen S(p) so 
wahlen, dass :F( p) C .9 fiir alle Primzahlen p gilt. Wi,r sagen dann, dass .9 
lokal inklusiv von t-F-( p)} crklart wird. 1st YB die Formation der p-Gruppcn 
und gilt .YpS( JYJ) ::I:- F(p) fur alle Primzahlen p, so sagen wir, dass 9’ lokal 
voll von {9(p)} erklart wird. Wir werden sehen, dass jede gesittigte Formation 
auf genau eine Weise lokal inklusiv und voll erkiirbar ist, und dass man mit 
diescn ausgczcichneten lokalen Formationen viele Eigenschaften eine; 
gesattigten Formation tibersichtlich beschreiben kann. 
IJiir die Theorie der endlichen auflijsbaren Gruppen ist mm wescntlich, 
dass man nach Gaschiitz [3] jeder auflijsbaren cndhchen Gruppe i$ und. 
jeder gesattigten Fornation 9 einc Ronjugiertenklasse von Untcrgrqpcn 
van 05 zuordnen kann, namlich die .F-Projektoren van. 8. Ausscrdem kann 
man nach Carter und Hawkes [1] jeder gesattigten Formation, die alie 
nilpotenten Gruppen cnthalt, und jeder auflijsbarcn cndlichcn Gruppe ei.ne 
weiterc Ronjugiertenklasse von Untcrgruppcn zuordnen, die so.gcnanntcn 
.9-?;ormalisatoren. Die .F-Kormalisatoren eincr Gruppe Q haben die 
Bigenschaft, dass sie alle .F-zentralen Hauptfaktoren van (sj dcckcn und Ale 
S-cxzcntrischen Hauptfaktoren von Q mciden. Insbcsondcre wird jede?: 
?%qtf~ktor einer Gruppe (5 von einem .jF-~ornraiisator von (5 entweder 
gedeckt oder gemi.eden. Hat eine Untergruppc 21 einer Gruppe fi dicse 
Eigenschaft, so sagen wir, dass U Deck-Meide-Eigenschaft in 05 hat. Ausser 
--.... 
1 ‘I’d einer Arbcit, die van cler ~\‘aturwisscnscllil!‘tlichen Falru!t& dcr CAversitHt 
Maim ais Dissertation angenommcn wurde (D77). 
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den g-Normalisatoren haben 2.13. alle iSormalteilcr, alle Halluntergruppen, 
die in Gaschiitz [4] eingefiihrten Praefrattinigruppen und die F-Injektoren 
zu einer Fittingklasse 5 (siehc Fischer, Gaschiitz und Hartley [2]) diese 
Deck-hleidc-Eigenschaft. Dagegen haben die %--Projektoren einer Gruppe 8 
i.a. nicht Deck-MeideeEigcnschaft in 8, wie man am Beispiel der nilpotenten 
Grippen leicht cinsieht. 
Die vorliegende Arbeit befasst sich nun mit s-Projektoren und dercn 
Deck- und Meidevcrhalten beziiglich Hauptfaktorcn in endlichen auflosbaren 
Gruppen. 
Im ersten Abschnitt wird zu jeder gcsattigten Formation 9 die Formation 
Zp dejenigen Gruppen betrachtct, deren s-Projektoren nur F-zentrale 
Hauptfaktorcn dccken. Sovvohl die Sattigung von T* (d.h. die kleinste 
gesattigte Fomation 2F mit Zfl C gY) als such diejenigen Formationen .F, 
fur die s.F schon gesattigt ist, lassen sich gut angcbcn (4.8; 4.9). Dagegen 
Lsst sich die Formation G2p derjenigen Gruppen, bei denen die s-Projektoren 
alle F-exzentrischen Hauptfaktoren meiden, nicht so gut behandeln, da eine 
2.9 entsprcchendc handliche Kennzcichnung derjenigen Hauptfaktoren, die 
von einem F-Projektor gemieden werden, fchlt. Jedoch ist nach 4.5 fur 
M C 9 die Formation G3s genau dann gestittigt, wenn cYF =: MF ist. 
Es gibt ausser dcr Formation Y aller auflijsbarcn endlichen Gruppen 
Formationen 5 mit gcsattigtem G%F , niimlich alle Formationen F dcr 
Gestalt .F = ,Y$F( p) (4.11). 1st insbesondere 3 = Y,&(p) abgeschlossen 
beziiglich Bildung von Untergruppcn, so ist such ?3.F abgeschlossen beziiglich 
Bildung von Untergruppen. Dies ist ein ganz anderes Vcrhalten als bei der 
Formation der nilpotenten Gruppen (vgl. Huppert [.5], VI, 13.6, 13.7). 
Im zweitcn Abschnitt diescr Arbeit werden Formationen mit p-Deck- 
Meide-Eigenschaft fur eine Primzahl p bzw. Formationen mit Deck-lMeide- 
Eigenschaft betrachtct. Dabei hat einc Formation 9 p-Deck-Meide-Eigen- 
schaft, wenn in allen aufliisbaren endlichen Gruppen Q ein .F-Projektor von 
6 jeden ,p-Hauptfaktor von 8 entwcder deckt odcr mcidet. Die Formation 9 
hat Deck-Wide-Eigenschaft, wenn 9 p-DeckMeide-Eigenschaft hat 
fur alle Primzahlen p. 
Xacb 5.5 folgt aus der p-Deck-Mcide-Eigenschaft fur eine Primzahl p 
von trivialen Fallen abgcschcn schon die Deck-Meide-Eigenschaft. Es geniigt 
deshalb, Formationen mit Deck-Meide-Eigensch‘aft zu behandeln. Das 
I-Iauptergebnis dieser Betrachtung ist der Satz 5.9: 
Sci .F eine durch {s(q)> 1 k 1 kl o a in usiv und voll erklarte Formation der 
Charaktcristik T. Hat .% Deck-Meide-Eigenschaft, so ist .@- entweder die 
Formation dcr r-Gruppen oder cs gibt eine Primzahl ,p mit .F = sP,&( p). 
1st .F = LYp,.F( p), so hat *F(p) Charaktcristik .p. 
Insbesondere hat eine gesattigtc Formation *F, die abgcschlossen ist 
bcziiglich Bildung von Sormalteilcrn, genau dann Dccl-Xleide-Eigcnschaft, 
Penn cntweder 9 die Formation der m-Gruppen fur eine Primzahlmenge ‘r7 
odor 3 die Formation der p-nilpotcntcn Gruppen fur eine Primzahl p ist. 
Bexeichmngen und Vereinbarungen 
Alle in diescr Arbeit betrachteten Gruppen scien endlich und auflijsbar. 
Es sei 
9 die Formation aller aufliisbaren Gruppcn, 
.YD die Formation aller p-Gruppen, 
YV die Formation aller r-Gruppcn fur eine Primzahlmenge ‘in und 
JV die Formation der nilpotenten Gruppen. 
Sind ,ti und W Klassen von Gruppen, so bezeichnen wir mit &9? die Klasse 
derjcnigen Gruppen 6, die einen Xormalteilcr 91 be&en mit 91 E ,& und 
tri,‘91 E .92. 
Fur die sonst in der Theorie dcr Formationcn allgemein i&lichen Bezcich- 
nungen verweiscn wir auf Huppert [5] und Carter und Hawkes [I]. 
Da die Hauptfaktoren auf&barer Gruppen elementarabelsch sind, werden 
eincr auflosbaren Gruppe Darstcllungen auf ihren Hauptfaktoren zugeordnet. 
IYmgekehrt liefern Darstellungen iiber Primkiirpcrn ein Mittcl zur Kon- 
st ruktion auf&barer Gruppen. Wir stcllcn deshalb in diesem Paragraphen 
einigc Hilfssatze aus der Darstellungstheorie zusammen. 
1.1. Sei 9~ e&e L’ntergruppe der Gruppe 6 und K ein K6rpev. Sei M ein 
iwedwibley K[$]-Modul, N ein irreduxibler K&6]-Xodul und M6 = 
M 5&,1 K[@]. Sei k(N) d ie i’ielfachheit aon N iwz .g&ten ~ollsttindig 
redzzrxiblen K[@+Teilmodul oon M und Z(M) die liielfachheit con M a’rn gr6ssten 
efillsttindig redusiblen K[G]-Faktormodul eon N, . Dann sind k(N) := 0 und 
!(&I) = 0 gbichwertig. 
Beweis. a) Es ist 
dim, Hom,rS.I(N, , M) =:: Z(M) dim, I-IomK~b:I(M, M) : 
Sei N,!N’ der grijsste vol&indig rcduzible K[$]-Faktormodul von N, f 
der nur M als Kompositionsfaktoren enthalt, und sei Ofp, E Hom,t5j(N5, M). 
Da M irrcduzibler K[!?J]-~Iodul und q~ f 0 ist, folgt N$/Kern 9: g Bild y = 
M. Es lasst sich N,/N’ n Kern cp isomorph als Teilmodul in 
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einbetten. Also ist N&,/N’ n Kern g, E M 0 *;a @ M. Folglich ist 
N’ n Kern cp = N’ und damit N’ C Kern 9. Somit ergibt sich 
dim, Hornxl~l(N~ , M) = dimz HomK[sjl(N#l’, M) 
= dim, (0 Homr&M, M,) 
l(M) 
= Z(M) dimk Homxtal(M, M). 
b) Es ist 
dim, Hom,t&N, M’s) = K(N) dim, Hom,[&N, N) : 
Sei M’ der griisste vollstandig reduzible K[C%]-Teilmodul von M’, der nur N 
als Kompositionsfaktoren enthalt, und sei q~ E Hom,t,sl(N, MC”). Wegen 
NIJI C M’ ist 
dimK Hom,ts](N, MU’) = dimk I-Iom,re](N, M’) 
= dimK (,g, HommdN N,) 
= K(N) dimk Hom,[~l(N, N). 
c) Nach dem Nakayama-Lemma (Huppert [.5], V, 16.6) gilt 
I-Iom,[(,#, M@‘) = Ho~nK[#sj , M). 
Zusammcn mit a) und b) ergibt sich dann die Behauptung. 
1.2. HILFBS.UZ. Sei Sj < 6, 1 6 : 5j / := n und K ein KCr$er mit 
Char K 7 n. Dunn gibt es einen irreduziblen, nickttrivialen K[Q]-:440&Z V 
derart, dass V, den irreduxiblen, trivialen K[Fj]-Modul alsFaktormodu1 entldt. 
1st $3 eine maximale Untergruppe van 6 mit flGEfG Jjo r= CL!;, so ist V ein treuer 
B-Modul. 
Beweis. Sei M der irreduzible, triviale K[ !Fj]-I\;Iodul undD die Darstcllung 
von $j zu M. Dann ist die Darstellung D’ von 8 zu M” die von 8 auf den 
Nebenklassen von $J bewirkte Permutationsdarstellung in Alatrizenschreib- 
weise. Die Gruppe Q ist also einc transitive Permutationsgruppe auf { I ,..., n}, 
und es ist M” = (vi ,..., v,) mit a,G = vie fiir GE 8. Sei nun W = (w} 
mit u; = xtCl vi und U = (q - V~ 1 i =-:L I ,..., n ‘-- 1). JVegen Char K r n 
ist dann M’ _- W @ U, und U enthalt den irreduziblen, trivialen K[B]- 
Modul nicht als Teilmodul. Dann cnthalt U wegen n > 1 einen nichttrivialen, 
irreduziblcn K[B]-Teilmodul V. Wegcn M’ = W @ U enthalt folglich M’ 
den nichttrivialen, irreduziblen K[B]-Modul V als Teilmodul. Nach 1.1 
enthalt dann V, den irreduziblen, trivialen K[$j]-?v%odul als Faktormodul. 
1st Sj eine maximale Untergruppe von 05 mit &ES BG = E, so hat Q 
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genau einen minimalen ru’ormalteiler !R, und es ist 05 ::y: !X$. 1st V kein 
treuer 6%Xlodul, so folgt C,,(Yi) = V, und jeder K[$]-Faktormodul von V, 
ist ein K[Q]-Faktormodul von V. L)a V, den irreduziblen, trivialen K[$]- 
?Jodul also Faktormodul enthalt und wegen der Irreduzibilitat von V, ist 
dnn.n V der irreduzible, triviale K[G]-Modul. Xach Voraussetzung ist aber V 
nichttrivial. Also ist V ein treuer 6-XIodul. 
1.3. HILFSSATZ. Sei (6 eine Gruppe mit O,(8) = f.9, und 8 besitxe hcchstens 
.w.uei cerschiedene minimale ATormalteiler. Dann hat Q eine treme, irredusibb 
Darstellung iiber GF( p). 
Bweis. Sei %ll das Produkt aller abelschen minimalen Normaltciler von 
Q, und ‘98 = & x .*. x & die direkte Zerlegung von %I1 in Sylowgruppen. 
Besitzt jedes $ einen Normalteiler !& mit zyklischer Faktorgruppe Bi/$$ 
derart, class 5& keinen nichttrivialen Kormalteiler von 6 enthalt, dann hat 6 
wegen O,((lj) := (5 nach Xakayama [7], Theorem 1’ eine treue irreduzible 
Darstellung iiber jedem Rorper der Charakterisdkp. 
Da 6 nach Voraussetzung hochstens zwei minimale Xormaltciler besitzt, 
ist t .< 2. 1st jcdes & ein minimaler Normalteiler von 6, so kiinnen wit- EGr 
Ri eine maximale Untergruppc von Zi n.chmen. Andernfalls ist 9.R = P1 :== 
SZ x $ mit mimmalen 0%Normalteilern .R und. -9. 1st A y-. x ,FL,. (&> und 
$j = x ;.=1 (Iv;), so ist 
3, = (rr, ,..., II&, , iq ,..., iu,-, ) Hj2,KJ 
ein Xormalteiler von -I!, mit zyklischer Faktorgruppe und !A, n !3 < 5% und 
fii n $ c; 5.. .Also entha1.t S, keinen nichttrivialen Normalteiler von 8. 
Den folgendcn Satz verdanke ich Herrn E. C. Dade. 
I A. SATZ. Sei 11 eine p’- Untergruppe der Gruppe Q wzd K & Kijrper der 
Charakteristik p. Dann sind gleichxertig: 
a) .lst V irgendetn iweduzi3ler K[B]-Modul mit C,(U) f 0; so ist C&t) = V. 
b) Die L’ntergwppe II oon 6 ist ein pXomp!ement eines i\:ormalteilers 92 mn 
(5. 
Bexeis. a) 2 1~): (1) Sei M der irreduzible, triviale K[lI]-RIodul und 
N ein irreduzibler K[G]-XIodul. Sach 1 .I sind dann K(N) 7.5 0 und J(M) f 0 
gleichwcrtig. Da 11 tine p’-Gruppc ist, ist Nn vollst$ndig reduzibel, und 
C,(U) If 0 ist gleichwertig zu l(M) f O> also gleichwertig zu k(N) ;t 0. 
A%us a) folgt deshalb, dass 11 alle irreduziblen Teilmoduln von M’ == 
M @zlul K[fi] zentralisiert. 
(2j Wir beweisen nun a) * b) mit Induktion nach der Ordnung van 6. 
Fur (5 -:z: (5 ist nichts zu beweisen. 1st 51 ein minimaler Normalteiler von 
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6, so ist die Aussage unter a) such fiir 6/52 erfiillt. Nach Induktionsannahme 
gibt es deshalb einen Normalteiler ‘XQ,Jrjfi von B/H derart, dass USZ/fi ein 
p-Komplement von 9.X,% ist. 1st fi einc p-Gruppe oder LI > 53, so ist 11 
ein p-Komplement von 9JL Wir kiinnen deshalb annehmen, dass $1 eine 
p’-Gruppe und $3 4 11 ist. Sei M wie in (1) der irreduzible, triviale K[LI]- 
Modul. Angenommen, die Gruppe 53 zentralisiere alle irreduziblen Teil- 
moduln von (M’), . Da 53 einc p’-Gruppe und damit (M”),l vollst$ndig 
reduzibel ist, zentralisiert Si dann M6. Folglich ist R :< C&M’) < U, 
entgegen 53 $ 11. Also gibt es einen nichttrivialen, irreduziblen ‘l’eilmodul R 
von (M@),t . Da $1 ein Normaltciler von 8 ist, ist die Summe S aller nicht- 
trivialen, irreduziblen 5%Teilmoduln von (M(r)R ein 6Teilmodul von M”. 
Sei nun V ein irreduzibler B-Teilmodul von S. Da SA vollstindig reduzibel 
ist, ist fi < C,(V); aber nach (I) ist U < C,(V). Wegen C,(V) 4 6 und da 
fi ein minimaler Normalteiler von 6 ist, folgt aus R < C,,(V) nun 
fi n C,(V) = (5. Sei % := C,(V) r\ ‘9JL Wcgen U < ‘3 ist % dann ein 
Normalteiler von 6 mit 93 n JIU = (% n 53) U < (C,(V) n 53) U = Il. 
Da 52U ein p-Komplement von W ist, ist U tin p-Komplement von %. 
b) 3 a). Sei U: ein p-Komplcment des Xormalteilers 91 von 6 und V 
ein irreduzibler 63Iodul fiber K mit C,(U) + 0. Wir kijnnen 6 durch 
S/C,(V) ersetzen, also annehmcn, dass V tin trcuer B-l’vlodul ist. Dann ist 
O,(8) = 6. 1st 91 >. (5, so gibt es deshalb einen Normalteiler A von 6 mit 
@! < $1 < % undp 7 1st I. Folglich ist 52 < U und damit C,(9) > C,(U) f 0. 
Da 53 ein Normalteiler von 8 ist, folgt wegen der IrreduzibiWit von V nun 
C,,(S{) := V, cntgegen C,(V) -= et. Also ist 6% = e, damit 11 = (5 und 
folglich C,,(U) = V. 
2. 2F-ZENTRALE UND .F*-ZEXTHALE HAUPTFAKTOIIEN 
Sei 9 eine gesgttigte Formation, die lokal durch {P(p)} erklgrt mird. Ist 
$(p) C 9 fiir jede Primzahl p, so sagen wir, dass 9 lokal inklusiv von 
(P(p)} erkl%t wird, und ist ,YP3( p) .:.= P(p) fiir jcdc Primzahl p, so sagen 
wir, dass 5 lokal voll von (.F( p)} erklsrt wird. R. carter und T. Hawkes 
haben in [I], 2.1 gezeigt, dass jede geslttigte Formation lokal inklusiv 
erklirbar ist. Es ist jedc gcssttigte Formation sogar lokal inklusiv und voll 
erklgrbar: Denn wird die geslttigte Formation 9 lokal inklusiv durch 
{F1( p)} erk&t, so ist, da PP abgeschlossen ist bcziiglich Bildung von Normal- 
teilern, Ywsl( p) fiir jede Primzahl p eine Formation. Wegen sl( p) C 9 
ist such eYP91( p) C F. Ist $$fi ein p-Hauptfaktor eincr Gruppe 6, dann 
hat SjC,( !#3) keinen nichttrivialcn p-Normalteiler. Deshalb sind 
WCd WV E &( 9) und 
gleichwertig. Folglich mird 9 lokal inklusiv und vol! durch (;F( p)> mix 
q p) = 9?,q p) erkllrt. Nach Carter und Hawkes [I], 2.2 ist dab& 
{.F( p)> eindeutig durch 9 bestimmt. 
2.1. Bemerkung. Sei 9 eins gestittigte Pormution, die Eokul inklusiz und 
8011 durch (S( p)} erkliirt zird. Dunn z.oird die Formatio~z R genau dann lokal 
durch (S?( pi)) erkliirt, wenn fiir alle f+%n;zahlen p giit q$‘( p) .q 9 - := 9( p). 
Beweis. \Vird die Formation g lokal durch {Z’(p)> erklzrt, so ist nach 
Carter und Hawkes [I], 2.1, 2.2 nun .YP(X( p) A fl) = 9(p). Trivialer- 
weise ist L?@Z( p) n 9 C cY&%‘( p) n 9). 1st (fi E LQP( p) fi sj, so hat 6 
einen p-Xormalteiler 51 mit Q(fi E A?‘(p) n .F. Folglich ist 6 E 9%’ und 
damit 9,(X( p) n @) C 9$%?(p) n .F. Zusammen ergibt sich 
9$@(p) n .F = Y9(S( p) n ,Fj =: .F( p)* 
Sei umgckchrt 5$%‘(p) n fl = 9(p) fiir alle p. Die von (Z’(p)} lokal 
erklgrte Formation nennen wir 2. Wcgen &%( pj 2 9(p) ist &?’ 2 9. 
Sci nun 6 E A?, minimal nicht in 9. Dann hat 8 genau eincn minimalen 
Normaltcilcr %, und es ist (592 EF. Da 9 gessttigt ist, ist 9L :-= C,(cJlj. 
1st 92 eine p-Gruppe, so folgt wegen 6 E A?’ nun @92 c; Z(p). Zusammen 
crgibt sich @j/(92 E Z(p) n .F C .F( p)? also 6 E 9, cntgegcn 6 $ .F, Also 
ist 9 = x. 
2.2. H~rxssssz. Sei 9 eine geszttigte Formation, die loka! inkh&: und a011 
durch {.9’( p)} erkltirt ist. IJann sind gleichzertig: 
a) I>ie Formation 9 ist abgeschlossen bexiiglich Bildung eon Normaiteilern 
(bxw. zon lAtergru$pen) . 
b) Die J’ormationen S(p) sind abgeschlossen beziiglich Bildung :uon Xornza!- 
teiltwz (bzw. z:on L~nte~~ruppen.) fiir alle Primzahlen p. 
Beweis. a) 3 b). Sci 6 E%(P), minimal mit dcr Eigenschaft, dass ein 
Xormalteiler (bzw. eine Lntergruppe) U von (ii existiert mit 21 $P( p). 
Besitzt 6 zwei verschiedene minimale Kormaiteiler 92’32, ) 92Z , so ist 
L1/92,: n II .Z tVS,jSl, E .F( p), a so LI = llifll n 5X2 E -9(p). Deshalb hat Q 1 
gcnau einen minimalen Normaltcilcr 91. Hat sY2 p-Potcnzordnung, so ist 
wegen U/Y2 n U E U!T2i!J2 E 9( p) such 1% c 9( p), da P(p) voll ist. 
Deshalb ist 92 eine p’-Gruppe, und 8 besitzt nach 1.3 einen irreduziblen, 
treuen Modul 01 iiber GF( p). Sei 5 d as semidirekte Prodult von (ii mit $352. 
Dann ist wegen !7jF9Jr .E 6 E 9(p) nun 9 c 9, und da .P abgcschlosscn ist 
beztiglich Hildung von Normalteilcrn (bzw. von Untergruppcn), ist au& 
UllJl E 9. Folglich ist wegen. 9$F( p) = 5(p) nun !EN/C,,(9X) E .P-( p). 
Da 93 tin treucr 0%Modul ist, ist C,,(!M) -L= 211, also U s 1IV92 E .F( p), 
entgegcn L[ $ F( pj. Folglich ist .9(p) abgeschlosscn beziiglich Bildung von 
Normalteilern (bzw. von Untergruppen). 
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b) 2 a). Bei dieser Richtung ist die Voraussctzung, dass 9 lokal inklusiv 
und voll durch {fl( p)} erklht wird, nicht notwendig; es geniigt, dass 9 
lokal von {F(p)> erklart wird. 
Sei 6 E .F und 11 tin Normalteiler (bzw. eine Untergruppe) von 8. 
Wcgen CLi E 9 ist 6/0,~,,(6) E S(p) fur alle l’rimzahlen p. Da jedes .F( p) 
abgeschlossen ist beziiglich Bildung von i\;ormalteilern (bzw. von Unter- 
gruppen), ist ‘,c,/O,t,,(S) r\ U s UO,,,,(S)/O,,,,(C5) E F(p) fiir alle p. 
Daraus folgt wegcn O,,,,(U) > O,,,,(8) n U nun U/O,,,,(U) E%(P) fur 
alle p, also LI E 9. 
2.3. DIZINITION. 1st .F eine gesattigte Formation, die lokal inklusiv 
und ~011 durch {F(p)) erklart ist, so sei S*(p) die Klasse der Gruppen, 
deren .F-Projektorcn in S(p) sind. Fur F(p) == g ist dabei F*(p) = o 
zu sctzen. 
2.4. Bemerkungen. a) Die Klasse .S*( p) ist eine Formation: 
1st 05 E 3*( p), % tin Normalteilcr und 3 ein .F-Projektor von 6, so ist 
g%j% ein F-Projektor von S/9L Wegen 8 E S(p) ist 
Da die S-Projektoren von (G/91 eine Konjugiertenklasse in @!j!% bildcn, 
folgt, dass alle .F-Projektoren von S/% in S(p) sind. Also ist S/91 E F*( 9). 
Scien nun 9&, 9& Normalteiler von 8 mit 9& n 92a := (E und 8/9& E g*( p). 
Sci 3 ein S-Projektor von 8. Wegen 6’91, E S*(p) ist s/g n 9?+, E
591J9& E .F( p), also $J@ n 9&) n (& n 6X,) = 5 E S( p). Deshalb ist 
6 E P( p). 
b) Es ist Yp.F*( p) = S*(p): 
Sei 6 E L?,,S*( ,p) und g ein .F-Projektor von 6. Dann ist ~0,((!3)jO$,i5) 
ein S-Projektor von 6/O,(S), also 5;‘s n O,(6) E .F( p). Wegen 
3 n O,(6) < O,(g) folgt dann 5 E .Y$F( p) = .SJ p), mithin 6 E%*(P). 
c) Nach 2.1 definiert {S*(p)> die Formation -9 lokal. Ausserdem gilt: 
Wird .F lokal durch (X’( .p)} cr al und sind die FormationenZ( p) abge- kl” at 
schlossen beziiglich Bildung von Untergruppen, so ist A?(p) LL S*( p) 
fur alle Primzahlen p. Denn ist Q E Z’(p) und 3 ein .F-Projektor von 6, 
so ist nach 2.1 nun 3 E SJ n A?(p) C 9 n 9$4?(p) - F(p), also Q E -F*(p). 
Im allgemeinen ist aber S?(p) c S*( p). Wir zeigen dies in 2.7 am Beispiel 
dcr Formation .A)/^ der nilpotenten Gruppcn, bci der sich alle mijglichen 
lokalen Formationcn z?( p) leicht angcbcn lasscn. 
2.5. DEFINTION. Untcr der Charakteristik einer Formation 9 verstehen 
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wir die Menge aller Primzahlen p mit der Eigenschaft, dass die zyklische 
Gruppe dcr Ordnung p in .P liegt. 
1st die Formation 9 lolral durch {S(p)> erkkt, so ist die Charakteristik 
van .P ofknsichtlich die Menge der I’rimzahlen p mit S(p) f B . 
2.6. HII.I’SS~1TZ. Sei .9 eine gesiittigte J’wwurti~m deicr Charakteristik ‘i;, 
die lokal i&bsia md co11 dwch &F(q)) erk1iiitl.t ist, und sei p s T. Sei FJ E 3 
ein.e htergmppe und ‘$I ein abelscher p-Nomalteiler der Guppe 6 mit 6 == 
‘9lij. ilam gilt: 
Bezveis. 1st $ ~9, !R ein abclscher Normalteiler van 6 und 6 =: !R$, 
so gibt es nach Huppert [5], VI, 7.12 &en S-Projektor 3 van 6 mit $j c< 8. 
Mit der Dcdclrin.didentit~t erg&t sich (3 n 9t) 5 = 3 n YtSj =-= 8. \Vegcn 
2.1. SATZ. Sei N**( p) die Klasse derjenigen Gmppen, die kiichs/em JLY 
q .== p zenbake q-Hauptfakturen besitxen. (Of%nsichtlich ist J$~**( p) eke 
Formation.) .Dann @Et: 
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a) Genau dann hat eine Formation 9 Charakteristik p, wenn 
{q c .F c N**(p) 
gilt. 
b) Genau dam wird die Formation A’” der nilpotenten Gruppen duxh 
{At’(p)>Z k 1 ?I t, o a er 1iir zvnn (E} C S(p) C JP*( p) $2 alle Pvilnxahbn p gilt. 
c) Es ist N*(p) C N**( p) fiir alle l’&zzahlen p. 
Beweis. a) Hat die Formation .F Charakteristik p, dann ist {E} C 5, 
da die zyklische Gruppe 3, dcr Ordnung p in 9 liegt. 1st 9 g N**(p), 
so gibt es tine Gruppc 8 E 9, die einen minimalen, zentralen q-Normaltciler 
‘$t besitzt fiir eine Primzahl q f p. Kach Huppcrt [5], VI, 7.21 ist dann das 
dirckte Produkt von (Fj/% mit En in .9. Insbesondere ist somit % und damit 
such die zyklische Gruppe 3, der Ordnung y in .9. Da aber F Charakteristik 
p hat, folgt 9 C N**(p). 
Sci nun umgekchrt (E-> C 9 C M**(p). Dann ist 3, $3 f?ir alle p f .p 
wegen 9 C ,X**(p), b a er wegen (E-> C 9 ist 3, E -9. Folglich hat 9 
Charakteristik p. 
b) Wird die Formation .A’- lokal durch &Z?(P)} crkkirt, so ist nach 2.1 
~lr n A?(p) C A’- n 9$T( p) = Yp fiir alle Primzahlenp. Kach a) ist dann 
s(p) = {ti} oder (E} C &Y(p) L M**(p). Insgcsamt crgibt sich 
(E} cl #( p) c Jvy p) 
fiir alle Primzahlen p. 
Sei nun {@:> C -Z(p) C ./V**(p) fiir alle P _ limzahlen p. Offensichtlich ist 
,u;,d-*y p) := M*“(p), wie man an der Definition von N**(p) leicht 
abliest. Folglich ist (@> C Y$%?(.p) C N**(p), und 9$%?(p) hat nach a) 
Charakteristikp. Dann ist .YnA?‘( p) n.NZ :i”, , und wegen Yp C 9$8(p) n JV 
ist damit .9$Z?( p) n .YV L- Fx, . Also wird N nach 2.1 durch {X’(p)} lokal 
erklsrt. 
c) Die zyklische Gruppe 3, der Ordnungp hat nach 1.3 einen irreduziblen, 
trcuen Modul ‘% iiber GF(p) fiir q # p. Sei 5 das semidirekte Produkt von 
3, mit 91. Dann ist 3, ein N-Projektor von $. Kach 1.2 hat 5 einen irredu- 
ziblen, treuen Modul 9Ju1 iiber GF(r) fiir r y+ p, q derart, das 9JFsT, den 
irreduziblcn, trivialen &-Modul als Faktormodul enthslt. Das scmldirekte 
Produkt 05 von 5 mit !)32 liegt offensichtlich in N**( .p). Da A/ lokal inklusiv 
und voll durch {M(t)} mit M(t) = -YL erkliirt wird, ist 3ffT) = 3, . Da !lXsI 
den irreduziblen, trivialen &,-Modul als Faktormodul enthAt, ist 
[&, , YJ1] < 91. Nach 2.6~) ist dann 5 n !N > E fiir jeden M-Projcktor 5 
von 3$JL Da 3,‘iV~rJri9Jl c 3, ein .N-Projektor von $/9J1 g (li ist, ist jeder 
A”-Projektor von 3,CYJl such ein JCr-Projektor von 6. Wegen 3 n (33l > 6~ 
ist 5 keinep-Gruppc, also 5 6 .M( p). Folglich ist $j $ A”*(p). 
2.8. DEFIXITION. a) Sei 5 einc gesattigte Formation, die lokal inklusiv 
und voll durch {P(p)> erklart ist. 1st 6 einc Gruppc und $I,& ein p-Haupt- 
f&or von (6 mit @,iC,(!#a) E F(p) (bzw. 9*(u)), so heisst ,Gj/j\‘ 
9 (bzw. .F*)-zentral. Jeden nicht .B (bzw. .F*j-zentralcn Hauptfaktor 
nennen wir .F (bzw. .P)-exzentrisch. 
b) 1st Ji 4 g L< (ri und ZC tine Untergruppe von 6, so sagen wir 
(1) II dcckt $/fi, wenn & C 52U gilt. 
(2) LI meidct $ifi, wenn & n LI .< fi gilt. 
Aus 2.6 folgt leicht, class jcdcr .F-Projektor einer Gruppe (5 allc -F-Zen- 
tralcn Hauptfaktoren von ($5 deckt. Man kann diese Aussage verschirfen zu 
2.9. ShTZ (IX. G. Dade). Die .jF-Projektoren eber Gruppe (5 decken genau 
die .F*-xentralen lIau~~t~~i?ztoren va 6. 
Llerzeis. a) Sei 3 ein 9-Projektor von 6 und s/H ein F+-aentralcr 
p-Hauptfaktor von 6. Dann ist s/C,( G/R) g gC,( !$Si)(C,,($j/si) E 9( ,pj. 
Also ist in 39~ jeder ‘~&Hauptfaktor aus $/Si F-zentral. Da 5 ein -F-Pro- 
jektor von i”y$ ist, ;\ird jeder ~!$I~Iauptfaktor aus $iJi s-on 3 gedeckt. Dann 
wird aber such $/51 von 5 gedeckt. 
b) Sei $:‘S‘r tin p-Hauptfaktor von (5, der von einem .F-Projektor 5 von (5 
gedcckt wird. Yiir kijnnen o&l,4 fi := 8, und damit 5 4 5 annehmen,. 
Wegen g/O&) E.F( p) und da 5 tin p-Sormalteiier von 8 ist, folgt 
B/C,(5) E F(p). lTolglich ist kC,($)/C,($j) 2 g/C,($) 5 %((P,. Da 
gC,,( !$)/C,( 9) ein -F-Projcktor von C%/C,( !$) ist, fol.gt S/C& &) E P*( p). 
2. ! 0. HiLFSSATZ. Sei .F eine gessiittri&e Formation, die lokal inkkusiz ur,d 
a011 durch (S(p)> erklii~t i.st, und sei q eine I-‘rim~ahl. Dunn sind gleickwert@: 
a) Es ist %$T(q) = .Fx”(y). 
b) Es ist P(q) c M.F. 
c) I3 ist .9(q) C .F( p) pr alie Primxahlcn p. 
Be&s. Wir kijnncn F(q) $. o annehmcn, da sonst allc drei Au.ssagcn 
trivialerweise erfiillt sind. 
a) :> b): ist wegen F(y) C .F _C A-9 klar. 
b) G- c). Sci F*(q) c .N.F und ($5 E F(p), minimal nicht in -F(J). 
Dann hat 8 genau eincn minimalen Normalteiler ‘R Wegen @!,in E F( $), 
CC, $ .F( p) is: % eine p’-Gruppe. Also besitzt fi nach 1.3 einen treuen, 
irreduziblcn AIodul 9.R tiber GF( p). Sei $J d as semidirekte I’rodukt von 8 
mit %I{. 1Vegen @411 z 8 E F(q), @F(p) ist dann 6 ein 9-Projektor von b. 
356 DOERK 
Also ist 9 E -F*(q), aber sj $9. Da 9 nur den einen minimalen Normal- 
teiler $lJl besitzt und dieser p-Potenzordnung hat, besitzt 8 nach I .3 einen 
irreduziblen, treuen Modul % i.iber GF@). Sei 2 := 56% das semidirekte 
Produkt von I) mit ‘9% Kach 2.4b) ist dann L! E -Y;%*(q) = P*(q). Wegen 
S*(q) _C JVF und da 9% trcu ist, folgt $3 E Z/9? E 9, entgegen sj $9. 
Also ist S(q) C S(p). 
c) Z. a). Aus F(q) C F(p) fur alle p folgt ofIcnsichtlich S*(q) C F*( p) 
fiir alle p. 1st nun Q E 9*(q), so zeigt 2.9, dass ein .F-Projektor von Q alle 
Hauptfaktoren von 8 deckt. Also ist 9*(q) = .P(q) n .F = F(q). 
2.1 I. Bemerkung. Sei F eine gesattigte Formation und J1/‘ die Formation 
der nilpotenten Gruppen. Bekanntlich ist dann .Ns ebenfalls einc gcsattigte 
Formation. Dann gilt: 
Die zugleich .F*- und (.XCF)*-zentralen Hauptfaktorcn ciner Gruppe (ij 
sind genau die .F-zentralen Hauptfaktoren von 6. 
Bezoeis. Die gesattigtc Formation X -_:= Jr.9 wird lokal inklusiv und 
voll durch (Z(p)} erklart mit X(p) = :$,.F. Urn die Behauptung zu 
bcweisen, geniigt es .F*( p) n 2*(p) - Y(p) zu zeigcn. 
Sci 9 E 5*( p) n Z*(p), minimal nicht in F(p). Dann besitzt 9 genau 
einen minimalcn Normalteiler %, und es ist 4j/‘% E F(p). Also ist 
$j ~1‘ J’-%(p) (T J’-F 7:::. 2, d,. -mit $ E YD.%- wegen 5 E Z*( p). Kun ist 
Sj $9, da $ E <F*(p), 4 s( p) gilt. Also ist % ein P-~ormaltciler von $j, 
und cs folgt 5j E YsF( p) = ,F( p), cntgcgcn $ 4 -F(p). Also ist 
F( p) C F*(p) n X*(p). 
Die umgekehrte Inklusion ist abcr trivial. 
3. FORMATIONEN, DEREN PI<OJEKTORES PRII\~Z.~I-ILPOT~~I~DRX HABEK 
3. I. DEFIWITIO?J. Seien *F1 und & gesattigte Pormationcn. Wir 
schreiben PI Q Z2 genau dann, wcnn in jeder Gruppe 6 jedcr .Fa-Projektor 
einen .Fi-Projektor von (5 als I~ntergruppe cnthalt. 
3.2. HILFSSAT~. Ski ~9 tine gessir’tti&e Formation der Charakteristik in, 
die lokal inklusz’v und ~011 durch {9(p)> erkltirt ist. Sei p C T. Dann sind 
gleichz~ertig : 
a) Es ist Cy, < 9. 
b) Es ist P(q) C S(p) fiir alle p E p und fiir alle q. 
c) Es ist 9( p) = 9 fiir alle p E p. 
d) I%s ist 9*(p) := .Y fiir alle p E p. 
e) Es ist 9YP9 = 9. 
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Oweis. a) q Y- b). Seip E p und 6 E .9((g), minimal nicht in 9(p). Dann 
bcsitzt (r-i gcnau einen minimalen Normalteilcr +%, und % ist eine p’-Gruppe. 
Also hat 8 nach 1.3 einen treuen, irreduziblen Modui %J131 iiber GF( p), 
Sei Sy, das scmidirektc Produkt von 6 mit ‘9-R. .Wcgen 9z < .F und p E p ist 
dann $j E 9. Daraus ergibt sich 8 G &9X E F( p), entgegcn 6 $-F( pj. 
A!so ist 3-(q) c q p). 
b) :-t c). Sei 6 E 9, minimal nicht in 9(p) fiir eine Pri.m.zahl p E p. 
Dann hat 6 genau einen minimalcn ITormalteiler %, und 95 hat q-Potenz.- 
ordnung mit Q + p. Wegcn O,(8) = (5 und da -F(q) voll ist, folgt 
($5 E <F(y) C. 5(p), entgegen 6 $ .F( p). Also ist R( p) == 9’. 
c) -=. d). Ist F(p) = .F fiir alle p E p, dann liegen in jeder Gruppc 
deren F-Projektoren in 9(p) fur allc p E p. Also ist s*( p) 7:: .Y fur alle 
p G,D. 
d) 3 e). Ist 6 E &F, dann hat 6 einen Nor.maltciler si mit C,ij% E 9 
und 51 E ;V;: . En .i%-Projektor von cf deckt dann S/S? und wegen F*( pj = ;Y 
fur ailc p E p nach 2.9 jeden Iiauptfaktor von 6 in 5% Folglich ist 6 E F und 
damit ;Yi,F ci .F. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. 
e) =:. a). Sci 3 ein 9-Projektor der Gruppe 6 und $$R eir: p-Haupt- 
faktor von i5 nut ,p 5 p. nrcgen &$j43(5 z g/$ IT 3 E ..F ist g&J1 E cYO.F := 
.F. Folglich ist 8% :== $53, insbcsondere .$ s< 332, und .Fj!fZ wird von 3 
gedeckt. Der 9-Projektor ‘$ von (6 deckt also alle p-l-Iauptfaktoren van t5 
nut p 5 p. Dann ist jcdoch :‘/i, < .F. 
.qy) --_ ‘.X?fiirrE77 I 9 fiir r E T’ 
wklcirt ht. 
He2LVi.L Da 9n, abgeschlossen ist beziiglich Bildung von Normalteilern, 
ist DYE&? eine Formation. 1st .F g .YzX, so gibt es tine Gruppc 6 E -9, 
minimal nicht in 9zM’. Dann besitzt 6 genau eincn minimalen Normalteiler 
% und einen Normalteiler .ci mit (6/Si E z%? un.d J”\,W E .YT, . Wir wahlen R 
mit den angegebenen I’igenschaften minimal. Wire % E :Yz, , so folgte 
A E cy7j und dann 6 E 9z&+‘. -&IS % E x7 folgt O/C,(%) E-A”, also 
(5/5i n C&R) E Z. Wegen dcr minimalen Wahl von A ist dann A 22 C,(‘iR)~ 
Foiglich hat S1 eine invariante tr’-Hallgruppe 91. Jyegcn Si 4 8 ist dann 
93 4 6. Da r% E 5$ einziger minimaler Kormalteilcr von 6 ist, folgt somit 
% :::= & und dnmit 6 E ,gCz% -= .Z c :Yr,Z, cntgegen Q $ 5$&. Also 
ist .F c .L$*&?. 
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1st umgekehrt 6 E -Yz&? und 8 ein g-Projektor van 6, so ist wegen 
F(r) =: g fiir alle T E ZT’ nach 3.2 nun O,(6) < 3. Aus SjO,q5) E iv z 9- 
folgt dann 6 = 5. Insgcsamt ergibt sich 9 =: Yn&. 
3.4. SATZ. Sei 3 eine gesiittigte Formation mit .A$ c‘ fl, die lokal inklusiv 
und a011 durch {3-(9)) erkliirt ist. 
a) Raben die F-Projektoren in jedm Gruppe Primzahlpotenzindex, so gibt 
es eine Prim.zahl p m,it =Yz,r < F. 
b) Es sind YT,r < .F und ,F = :cYg,@( p) gleichuertig. 
Beweis. a) Hat der .F-Projcktor &, der Gruppe C5?: q,-Potenzindex 
ungleich 1 in 8, fur i = 1,2, so ist gr x & ein .F-Projektor van 6, x (& 
mit 9i 1 1 6, x 8, : g1 x & 1 fur i = I, 2. Folglich gibt cs eine Primzahl p 
derart, dass die .F-Projektoren in jedcr Gruppc p-Potenzindex habcn. Also 
Yp* < s. 
b) 1st &I < -F, so ist nach 3.2 .7(q) = P fur allc 9 f p. Aus 3.3 folgt 
dann F = -5$,&( p). 
1st umgckehrt .F : Tr,N( p), so ist nach 3.3 9 = %(q) fiir alle 9 + p. 
Aus 3.2 folgt dann .YDl Q 5. 
Ein im folgenden sehr niitnliches Kritcrium ist 
3.5. HILFSSATZ. A’ei F eine gesiittigte Formation der Chnrakteristik T, 
die lokal inkkuiv und voll durch {cF(q)) erkliirt ist, und sei p eine feste Primxahl 
aus T. IIann sind gleichwertig: 
a) Jede Gruppe 8 mit der Eigenschaft, dass ein .dF-Projektor van 8 maximale 
Untergr:nlppe von 6 ist mit flcEcr, gG = 6 ulzd p { 1 6 : 3 I, li@ in F*(p). 
b) Es ist YD < % oder =Ypj Q g. 
Beeceis. a) 2. b). (I) Wir zeigen zuerst ?F = F(q) u :F( p) fur alle 
qEr mit q$p: 
Sei 6 E 5, 6 #P(q) und 6 minimal mit dicsen beidcn Eigenschaften 
nicht in -F(p). Wir unterscheiden nun drei Falle: 
(1) Die Gruppe Q habe drci paarweisc verschiedcne minimalc Normal- 
teiler 9& , 92, , 91, . Wcgen 6 g%(q) folgt oBdA ($/!I& , Q/%2 $ .F(q). Also 
ist ti$tr , C!>/%, E CF( p) und damit 6 = (!i5$ CT %a E: F(p), entgegen 
05 G=wP)- 
(2) Die Gruppe 65 habe genau zwci rninimale Normalteiier ‘91r und 91P . 
Wir kiinnen dann oBdA annehmen, dass O/9?., E $( p) und S!%, E T(q) 
gilt. Da 6 genau zwci minimalc Normalteilcr hat, besitzt 65 nach 1.3 einen 
treuen, irrcduziblen Modul ‘331, iibcr GF(s) fur ein s mit (s,pq; 8 1) = 1, 
Sei (fii das semidirckte Produkt von 6 mit 9X, . 1st Ojl $9, so ist wegen 
Q,/!I& z Q E 9 die Gruppc (17 ein ,F-l’rojektor vcn 65, : der die Voraus- 
setzungen von a) erfiillt. Also ist 6 E .F( p), entgegen (fi $ .F( .p). Deshalb ist 
Qi E: CF. Wegen s f q hat die Gruppe CC,, nach 1.3 einen treuen, irreduziblen 
Modul !I&, iiber GF@). Sci 6, das scmidirekte Prod&t von cfil mit %1, , 
Wegen OQLX, (~4 6, E 9, $ P(q) ist clann (rT,- , tin .F-Projcktor von 6, , 
der die Voraussetzugen von a) erfiillt. -41~0 ist (5r E .F( p)? dann aber au& 
6 e 6i,5UJi E 9(p), cntgegen 6 6 .F( 9). 
(3) Die Gruppe 6 ITabe genau cincn minimalen Normalteiler $1, Ist q 
ein T&r der Ordnung von ‘Jl, so folgt wegen 6 E .F sofort Q E 9(q). Sei 
also q 7 j % I. Dann be&t Q nach 1.3 einen treuen, irreduziblen Modui 
!lJi iibcr GQ). Sei rj das scmidirekte Produkt von (5 mit 91. Wegen. $9.R g: 
($5 E %F, $ F(y) ist dann (5 ein .F-Projektor von 8, dcr die \‘oraussctzungen 
von a) crftillt. Dann ist 6 E ,F( p), cntgegen 6 e .F( .p). 
(II) Nach (I) ist ,F =.= 9(i) U F(p) fur allc q E z mit q <t p. Angenornmcn~ 
es sei -F(q) $ ,.F( p) und .F( p) $9(q). D ann gibt es eine Gruppc 8 E P(q), 
$ F(p) und tine Gruppe $ E ,F( p), 6 F(q). Folglich ist 8 :: $. L‘ .F, 
r$ .9-(q) Y :F( p), entgegen 3 = S(q) iJ .F( p). A ~0 ist F(q) c F( p) ode: 1.. 
.F( p) c -F(p). Gibt es ein q E n, p + p mit -F(q) C: .F( p), so folgt .W --:: 
9’(y) u F(p) = 9(p). Nach 3.2 ist dann .Ya < 9. Andernfa!is ist 9’(p) C F(q) 
fiir alle q E ‘in mit q f p. Ist r = (p>, so ist .F x LX0 und damit 9; << .F. 
Wir ktirmen deshalb annehmen, dass tin q E n exist&t mit 9( p) C F(q), 
Angenommen, es g%bc eine Primzahl r + p mit .9(r) = 2, Sci dann 
8 E P(q>, minimal nicht in 9( 9). Dann hat 8 genau einen minimalen 
Xormalteiler !I?. Wcgcn F-(Y) --: 0 und Q E -F(q) <i .F ist r { 31 j. Folglich 
besitzt Q nach 1.3 einen treuen, irreduziblcn Modul 911 iiher Cl?(r). Sci 5 
das semidirekte Prod& von 6 mit XX. Dann ist 8 ein .F-Projektor v-on -5, 
der wegcn Y +. p die Voraussetzungen van aj crfiillt, :ius a) folgt dann 
(5 E 9(p), entgcgen 8 + 9(p). Folglich ist F(r) += J ;/j fur alle Primzahlen 
Y f p, und wir erhalten ..F( p) C *F(Y) fur allc r + .>. Damit ist $ : 
.F(yj u 9( 11) = S(r) fur allc r f p. Xach 3.2 ist dann .-Vi, < .F. 
b) -+ a). Ist cYP Q F, so ist nach 3.2 .F( p) = F, und a) ist trivialcrmcisc 
crfiillt. 1st .Y,,t < 9, so ist die Voraussetzung unter a) nie erfullt, ah die 
Aussage unter a) sicher richtig. 
4.1. IhINITIOX. Sci 9 cinc gcsattigte Formation, die lokal inklusiv und 
voll durch (.F( p))- erkkirt ist. 
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a) 1Yir bezeichnen mit LYE die Klasse derjenigen Gruppen 8, bei denen 
die 9-Projektorcn von 8 nur p-zentrale Hauptfaktoren von Q decken. 
Offensichtlich ist ZF eine Formation. Den Durchschnitt aller gesattigten 
Formationen & mit ZF _C 2 bezeichnen wir mit g.F, und nennen gs 
die Sattigung von LYE . 
b) Sei Jtr _C g. Mit d?s bezeichnen wir die Klasse derjenigen Gruppen, 
bci denen F-Projektoren gleichzeitig $-Normalisatoren sind. Xach Carter 
und Hawkes [I], 4.1 ist <YF _C Zy . Offensichtlich ist gF ebenfalls eine 
Formation. 
4.2. SATZ. Ist 3 C Y, so ist TcF C 9. Insbesonderegibt es wegen g/,- C T9 
keine gesiitti,te Formation 9 mit Jlr L .9 C 9 derart, dass in allen Gruppen 
die .9-Projektoren mit den 5-Yormalisatoren zusammenfallen. 
Rezeis. Sei -9 eine Formation mit TF = :Y’, die lokal inklusiv und voll 
durch (s(p)} erklart ist. Wir zcigen zuerst: Es ist 3(p) = s*(p) fur alle 
Primzahlen p. 
1st *F(p) = Z, so ist F*(p) = z . Wir kijnnen also s(p) f ,B anneh- 
men. Sei nun 8 E .F*( p). Wir zeigen dann (6 E .F( p) mit Induktion nach 
der Ordnung von (5. Da s*(p) und %( p) Formationen sind, hat (5 dann 
genau einen minimalen Normalteiler 91, und ‘% ist wegen ?Yps( p) = s(p) 
eine p’-Gruppe. Deshalb hat 8 nach I .3 cinen treuen, irreduziblen Modul 9J1 
iiber GF( p). Sci $ das semidirekte Produkt von Q nut 91. Wegen !$l.N E 
Q E -F*(p) wird 9J,JL nach 2.9 von einem F-Projektor von 5 gedeckt. Also ist 
%R wcgcn 5 E Y = LZ“~ s-zentral, und es folgt (li .E !$lJ? E F(p). Folglich 
ist ,F( p) = .F*( p) fur alle p. 
4us 2.10 folgt dann S(p) = .%(q) f ur alle p, q. Da eine gesattigte Forma- 
tion nach Definition nicht leer ist, zeigt einc trivialc Induktion nun 9 = Y. 
Der folgende Satz zcigt aber, dass TeF i.a. “vie1 grosser” als 9 ist. 
4.3. SATZ. Ist .N C .9 und 9 lokal inklusiv wad voll durch {P(q)> erkliirt, 
dann gibt es genau dann eine natiirliche Zahl n mit 9>p, C .M”.F, wenn es eine 
Prim~ahl p gibt mit .9 = YDN( p). Ist 9 = .YT&( p), so ist o! - = 9, = ‘4 
MT. 
Bezceis. a) Sach Carter und Hawkcs [I], 4.1, 5.6 ist A’-.% _C Y,F L s.F 
fiir jede gesattigte Formation .F mit M C 9. Sei nun .F = Y$&( p) und 
(5 E 3-F . Nach 3.4 ist dann Zfl, < F. Also sind alle p’-Hauptfaktoren von 
tij $-zentral. Folglich ist S/X E .i% mit 2 = n C,($jSi), wobci dcr Durch- 
schnitt iibcr alle p’-Hauptfaktoren von @i zu bilden ist. Die Gruppc 2 hat als 
Durchschnitt aller maximalen q-nilpotenten Normalteiler von 6 fur q f p 
eine invariante p-Sylovvgruppe 33. Deshalb ist wegen p 7 1 Zj$Q j und wegen 
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S/;Z E 9 nun S/!@ E .9 = $,9(p), * 1 a so O? E A”.F. Folglich ist 2T:+. = 
“y.y7 =x /y,y-. 
b) Sci nun T9 6 JP.~. Xach 3.5 gcniigt es zu zeigen: 
Ist dcr .F-I’rojektor 3 einer Gruppe (5 eine maximale Lntergruppe VOII (5 
mit &-ly ‘go ‘= E, so ist 8 E g(q) fur alle q rnit q $ 1 Q : 8 I. Denn nach 3.5 
folgt d&n :i”, < 9 fiir alle q odcr Yi, < 9 ftir ein p. Aber aus Y;; < 9 
ftir alle q folgt sogar Yi,, Q .7 fur alle p. Xach 4.3 ist dann 9’ -L:: .y7&( p). 
Angcnommen, es g&c ei.n (I { \ 6 : 5 j mit 3 g S(q). Sei p I j Cc : 5 j, 
Dann hat 8 gcnau einen minimalen Xormaltciler 91, und es ist p j i “Jl j tind 
5 $ -P(p). TYegen p yL q bcsitzt nun 6 nach 1.3 einen treuen, irreduziblen 
Nodul 9.8, iiber GF@). Sei !$ das scmidirekte Produkt van 6 mit !I& ,, 
Wegcn 3 69(q), $9(p) ist dann 5j1 E %;>? , aber !& 5 .A’“r,.F. Da de: 
cinzige minimale Xorrnalteilcr 9.l& van !?& nun y-Potenzordnung hat, besitzt 
5, nach 1.3 einen treucn, irreduziblen Modul !I& sber GF(p). Sei .$J~ das 
semidirekte Piodukt van !& mit 92, . Dann ist !?J, E T,9i: , aber 9% # ,/l’s,YT. 
Eine trivialc Induktion (mit abwcchsclndern Daruatersetzen. van irreduziblen, 
trcucn Aloduln iiber GF( p) b,-;x iiber GF(q)) zeigt nun, class es in $Z’?- 
Gruppen gibt, die nicht in .,l/‘“.F licgen. 
Die folgendc cinfache Bemerkung zcigt, dass fiir 9- C 9 wegcn ?Z.p C ,.Y’ 
such T~F C Y gilt: 
&c&s. Die Formation .N9 ist eine gcsattigte Formation, die die Forma- 
tion .F cnthait. Also ist JVP = 9. Sei nun 6 E .(Y, minimal nicht in LT. 
L>ann ilesitzt Q genau einen minimalen Xormalteiler 91. Ist j 92 ( cinc 
p-I’otenz, dann hat 8 nach 1.3 einen irreduzihlen, trcucn &IO&! !IIi iibcr 
GRq) mit q f p. Sei 9~ das semidirektc Produkt van 8 mit 9.X. I>ann ist $72 \. 
die Fittinggruppe uon $j 5: Y, also 6 e; @.i%N E :F--, entgegen 8 $37. 81x1 
& .r/ :::: .F. 
Gibt man fur jede Primzahl p eine Klasse Z(p) van Grupoen vor, so 
wird durch 
Z .‘:-- (6 Fur alle p und alic ,p-Hauptfaktoren .)3:51 
van 6 ist 6/C,($isZ) E -X(p)]. 
einc new Masse A? van Gruppen d&&t. Wir sagen dann, das ,.z? iokal 
durcil {.Z( p)j. erklart wird. Eine Klasse 2” van Gruppen ncnnen wir ein 
Homomorph, wenn mit 67 E ?f such jedes epimorphc Bild van 6 in S liegt. 
Sind die Klassen X(p) fur alle p Hornomorphc, so ist Z’ offensichtlich einc 
Formation. Aber die Formation 2 ist dann i.a. nicht gesattigt. 1st ,X’(p) & .X 
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fur alle p, so iiberlegt man sich leicht, dass die Sattigung van ti lokal von 
(I&( p)] erklart xvird, wobei j’t?u( p) dcr Durchschnitt aller Formationen A?’ mit 
25 2 SP( p) ist. 
Es gilt jedoch: 
4.5. SAm. Die Formation f?,- sei lokal erkhbar duurch eg( p)}, uobei 
3( p) HomomoqGe sind mit Y(p) C 9337 . Dunn ist 03F = J/F. 
Bezeis. h’ach Carter und Hawkcs [I], 5.6 ist .N9= _C g,F. Sei nun 
8 E ?iy( p), minimal nicht in YD.9. Da .9 gesattigt ist, ist 9$9 ebenfalls eine 
gesattigtc Formation. Dann hat 8, da QY( p) ein Homomorph ist, genau cincn 
minimalen Normalteiler %. Da TDr9 gcsittigt ist, ist 91 $ Q(8). Folglich 
gibt es eine Untergruppe $ E 9$,.9 von 8 mit 8 = $91 und 9 n ‘91 = E 
Wegcn 8 @ %YflF ist ?Yt eine p’-Gruppe. Sei nun 8 ein g-Projcktor von 9. 
Hat der minimale Normalteilcr 91 q-Potenzordnung, so ist 3 = ECB(gVF’“)) 
nach 2.6a) tin F-Projektor von 6. Negen (5 E “9(p) _C (ZZ9 wird der mini- 
male Normaltcilcr W von 5 entweder gedeckt oder gemieden. Also ist 
C~l(~~(R)) entweder E oder 91. 1st C’sl(r”l)) = 91, so wird % von 5 gedeckt, 
und wegen 8 E g(p) C cY.F _C s9 ist dann ‘$1 .F-zentral. Aus C,#I) = % 
folgt dann Cr, s .i%, entgegen (zi 6 :Y9.F. Also ist CrrL(~~‘u’) = 6, c1.h. 5 :< Sj. 
Nach I .2 besitzt 6 einen irreduziblen, trcuen Nodul %N iiber GF( p) derart, 
dass ‘!IR$ den trivialcn $-Modul als Faktormodul enthAt. Sei 5 das semi- 
direkte Produkt von 8 mit ‘9.X. Wegen 3 s< $j und da !l.N, den trivialen 
$+Modul also Faktormodul enthalt, ist [s8(~), ‘9Jl] < 9J?. Also gilt nach 
2.6~) fur einen g-Projcktor 8 van @JJr nun $ n ‘91 > E. Da ~%1/‘JJr 7% 5 
ein .F-Projektor von X/!JX g (5 ist, ist g tin .9-Projektor von IT. 1Vegen 
2!C&lJ?) g 6 E %Y( p) liegt 2 in “l:F . Dcshalb wird YX van $ gedcckt, und 
es folgt Q g 2,/YJ~ E 9( p) C: 9, entgegen (li $9$9. Also ist fur alle ,p 
nun ?+Y( p) C =‘p,s. Da .A/,9 lokal durch {YP.F} erklart wird, folgt g9- C: NF 
untl damit V - = N.g y e . 
Bezceis. 1st c?Y,~ = JVP, so ist tY9 trivialcrweise gesattigt. 1st umgekehrt 
g.,- gesattigt, so liefert jede lokale inklusivc Erklhung von W.F als gedttigtc 
Formation die in 4.5 vorausgesctzten Homomorphe. 
Eine offene Pragc ist, fur welchc gedttigten Formationen 9 die Formation 
ZY,r gesattigt ist. Fur 9 -= LYaN( ,p) ist ?Y9 nach 4.3 gesattigt. 
Wir betrachtcn nun die Formation “Y9 und deren Sattigung: 
4.7. HILFSSATZ.. Sei Z( p) = ((.9 - F*( p)) n Z.F) u cF( p). Dam2 
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mird die Formation T”, lokal dwch (3(p)> erkbt. (Die Klassen .S( p) sind 
keine Homomorphe!) 
Beweis. a) Sei (ri E .Y”, und $/Ji ein p-Hauptfaktor von 6. Wird $$‘SZ 
von einem .S--Projektor 8 von 8 gcdcckt, so ist wegen 6 E T.y7 der I-Iaupt- 
faktor 91% .ZJ-zentral, also C!rjC,( b/51) E -F(p) C S( p). Wird B/S; von 3 
nicht gedcckt, so ist $31 nach 2.9 J%r-“-exzentrisch, also S/C,,(&S) $ .Tl( p). 
Wegen 6 E T’F folgt dann O)/C,( @St) E 2(p). 
b) Sci fur alle Primzahlen p und fur allc p-Hauptfaktoren $/J3 nun. 
6;iC,( 3j!%) E T(p). Sei e/S3 ein p-Hauptfaktor, dcr von cincm S-Projektor 
von 6 gedeckt G-d. Dann ist nach 2.9 CG/C,( $jjS%) ER*( p) I? Z(p) = S(p): 
urd 5:‘51 ist S-zentral. 1 I, 
Rezceis. Die Sattigung 2,F von T.F werde lokal inklusiv und voll durch 
{gcT( p)> erklart. 
a) Es ist T(p) C g/F(p) fur alle Primzahlen p: 
Sei 071 E Y(p), minimal nicht in Tcp( p). 1st 6 E .F*( p), so folgt wegcn 
6 E Z( .pj nun 8 E S(p). Wegen 3 c b., C Z,F ist aber .F( p) C TS( pj.. 
Folglich ist 6 6 F*(p). 
Xcsitzt 6 zwei verschiedene minimale Normalteiler !&, ‘& mit 
6/9&, E Z’(.p), so ist wegen der Xlinimalitat von Q such @$I& E 2,F(p), also 
6 E p.VT(p). Besitzt 6 zwci verschiedene minimale h-ormalteilcr 92, , ‘3Jz 
mit 6,:‘~9& $ S(p), dann ist nach Defimtion von 3’(p) nun Q/Y& E ?F”-“( pj, 
also 6 ES-“(P), entgegen 6 $ S*( p). Folglich besitzt 6 hochstens zwei 
verschiedcne minimalc Normaltciler. 
(1) Die Grul’pe 6 habe genau zwei rninimale Xormaiteiler !I& und ‘& : 
Wit wir eben gesehen haben, konnen wir oBdA &EQ, E Z’(p) und 
c,j,l!& 6 2Z( p), also Q/9& E .B*( p) annchmcn. Es ist p 1’ / fl, !, denn sonst 
\i+irc wegen ,‘p,,$F*( p) -T :F*( p) nun Q c s*(p) n z(p) = ,F( p), 
mithin 03/Y& E%(P) c Z’(p), entgegen (%/Se $ L!T( p). Ausserdem ist 
P *I I 9’al I, denn wegen der Minimalitat von 6 ware sonst Q5,& E T.;.,(p) 
und dann wcgen :q,z,q( p) = 2,py( p) such 6 E z,-(p). Folglich hat 8 
nach 1.3 cincn trcuen, irrcduziblcn ~Ilodul ,JJ1 iiber GF( p). Sci 5 das semi- 
direkte Produkt von (5 mit YJL. Wegcn $/9X r”, 8 @ fl*( pj wird 9X nach 2.9 
nicht von einem .F-Projektor von $s gedeckt. Also ist wegen 6 E T(p) c X5 
nun $ E .Y~+ L g3. Dann ist 8 g .$&II E Z,.,-( p)? entgcgen 6 $Z.Jp)” 
364 DOEIIK 
(2) Die Gruppe 6 habe gcnau einen minimalen Kormalteiler 92: 
(i) Es sei p 1 ; $92 , : 1st 0,82 E Z(p), so ist wegen. der Minimalitat von 8 
nun @jj’% E 2&p), also wcgen YPgP( p) = zx( p) such 6 E zj,-( p). 
1st S/92 $9(p), so ist 6192 E s*(p); mithin wird ‘92 von einem .F-Projektor 
von 6 gedcckt. Wegen 6 E T(p) C: s9 folgt dann Q/C,(%) E g( p), und 
wegen Q/92 E%*( p) n Zx sind nach 2.9 alle p-Hauptfaktoren von 8 
.F-zentral. Folglich ist 6 E YP@( p). Dann ist aber 6$2 E .9( ,p), entgegen 
sp2 $ Z(p). 
(ii) Es sei p 7 I ‘92 /: Dann hat 0, nach 1.3 einen irrcduziblen, treuen 
Modul‘92 i.iber GF( p). Sei $3 d as scmid.ircktc Produkt von 6 mit ‘92. Wegen 
fj/%~Uj~~Y(p) ist d ann 9~ E Z’F _C z.PT nach 4.7. Insbesondere folgt 
dann 6 z &5l2 E a,(p), entgegen (li # g,:,(p). 
Insgesamt ergibt sich damit LY( p) C z.F( p) fur allep. 
b) Sei nun T,(p) der Durchschnitt aller Formationen 5 mit Z( p) C 3”. 
Wegen 9(p) C T9( p) ist dann Z,,(p) C L%?~( p). Sci y.F die von 
-t%~o”,(P)l 1 k 1 o a erklarte gesattigte Formation. Wegen Zx _C g9 und 
T(p) C T9 ist Zfi( ,p) c y5 . Also wird g9 von {.9x,Z~,( p)> lokal inklusiv 
und voll erkhirt. Wegen Z,(p) C T..,-(p) ist y;F .L s,F . Da z.F die 
Sattigung von s9 ist und 5?:- gesattigt ist mit g.F C 9..B , folgt &:, .=-: zP 
Wir miissen deshalb nur noch die Formationen TO(p) bestimmen. 
Sei zuerst 9’(p) C 5.1% zeigen dann s9 C T”,(p). Sei 6 E 9, minimal 
nicht in 9(p). Dann hat 6 nur eincn minimalen Xormalteiler 92, und wir 
kijnnen p Y ) 92 1 annehmcn. Deshalb hat Q nach 1.3 einen irreduziblen, 
treucn Modul92 iiber GF( p). Sei b d as semidirekte Produkt von 6 mit V2. 
Dann ist 8 ein 9-Projektor von 5 mit 6 g.%(p), und es ist 43 E Z9 . 
Also ist $j E (.Y - 9*(p)) n Z,F C T(p). 1st 2 einc heliebige Gruppe aus 
q-3 so ist such 9 x 9 E 9’(p) c Z”,(p). Folglich ist 9,“,- C LYO( p). 
Wegen Y’(p) C TP ist andererseits Tp,( p) LZ 2F . Also ist g,,(p) = Z9 . 
Insgesamt erhalten wir dann g,(p) = YD%, . 
1st R( p) ==-1 F, so ist 9*( p) =I: 9 und damit Z,(p) = 9!“(p) = 9( p) = 
9. Damit ist geF( p) == 9. 
4.9. Smz. Gleichwertig sind: 
a) Die Formation T-9 ist gestittigt. 
b) Es gibt eine Primzahlmenge ‘in derart, dass .F = YT* oder F = 5$X 
ist, wobei A? eine nichtleme Formation mit Y$Z? = SF ist. 
Bea-eis. a) + b). (1) Es ist 9*(p) n TF( p) = S(p): 
Fur g(p) = o ist wegen F*(p) = z nichts zu beweisen. Sei nun 
8 E 9*( p) n T..,(p), minimal nicht in F(p). Dann hat 8 genau einen 
minimalen Normalteiler ‘92, und es ist p +’ 1 92 1. Deshalb besitzt 6 nach 1.3 
einen. treuen, irreduziblen Modul 9& iiber GF( p). Sei $s das semidirekte 
Produkt von 8 mit YJL Wegcn $$JI q E (li E s*‘( pj wird ‘$II von einem 
s-Projektor von 8 gedeckt, und wegen fi,BJ~ g ($5 E 5,(p) ist ,fi E 2.F = 
57% . Also ist 9JZ F-zentral in 9, und es folgt 6 E !$lJ~ E s(p), entgegen 
C5 $ =F( p). Deshalb ist S*(p) n 9,F( p) := S(p). 
(2) 1st R(p) g cF(q) fur tin q, so ist F(.p) = .F : 
Sei 8 E LT( p), minimal nicht in s(p). Dann be&t 6 genau einen mini- 
ma!en Normalteiler 592, und es ist q 7 [ 91 1. Kach 1.3 hat deshalb (6 eincn 
irreduziblen, treuen Modul 9JI iiber GF(q). Sei $j das semidirekte Prod&t 
von 6 mit 9J,Jz. Wart $$ E fl, so wiire &/C&N) E Q E .9(p)? entgegen 
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Ist. yZr( p) C 9, so ist nach 4.8 2.F( p) :== Y$Z,% . 15% erhalten also 
5 E -F*( p) n Z.,-(p). I\‘& (1) folgt dann 9 E fl(.p) C .T: entgegen 
sj $9. Also is: S(p) = 9. 
(3) sci 7it die Menge aller Primzahlen p mit S(p) ::: .F. Ware 7r7 -:= 3 ~ 
so ware nach (2) cF( p) ::: p(q) fiir alle ,p, q, und da s gesattigt und lokal 
inlrlusiv und voll durch ‘,F( p)} erkllrt ist, folgte SF = Y =: -F(r) fur alle 7, 
entgegen der Definition von 5+ . .41so ist T’ f a:. Ist 7r = 2, so ist wegen 
.F = ?F( $j & alle p nun 9 E 9 = yrt . Sei nun p E ?T und L%? = F( p). 
Xach (2) ist dann g(q) = 2 fur alle q E 7r. 1st % =: 0, so hat g Charak- 
teristik T’, und aus 3.2 folgt wegen Y(r) = .F fur alle I E ?T’ nun q7p < 5.. 
Folglich ist .F = Yr, . Ist .% + @, so ist wegen :F(q) = Z= fur alle y E ‘ii: 
nun .Y!x? :=:: z?. Aus 3.3 folgt dann 3 = 92,s. 
b) -a a): Sei F = YT, oder F == ?YT&?. Da Yzr lokal inklusiv und voll 
durch die leere Formation fur r E T und durch .y., fur r E ‘in’ und Y-L% 
nach 3.3 lokal inklusiv und voll durch X fur r E T und Yi*Z fur T E T’ 
erklart wird, ist rF( p) = F*(p) f” ur alle p E T und :F( p) := 9 fiir alle 
p E ST). 
Sci nun 05 E T.F , minimal nicht in Ts . L Sei !R ein minimaler Kormalteiler 
von 6. Dann ist B/a E ZYs . Wegen (II, $ ZcF mird % von einem F-Projektor 
von Q gedeckt, nach 2.9 ist also S/C,@?) E T*(p) fur p 7 j !R j. Ist p E pi, 
so ist 6/C,(YI) E -FGI( p), also % .F-zcntral und damit 6 E 2s, entgegen 
6 6 Ty . Sei also p E ii’. Wegen Q E gF ist dann S,!C,(c%) E zx(,p) ~2 
-9 = J?( pj, entgegen 8 $ T.F . Also ist T,“,- -= g,j.,- . 
4.10. Bemedzung. ,4us 4.9 folgt leicht, dass mit 2F au& TT.,- gesattigt ist. 
Die in $3 betrachtcten Formationen .F der Gestalt s -= Z~,@(p) lassen 
sich nun such durch die Formationen %F und .??,;T kennzeichnen: 
4.1 I. SATZ. Sei F eine ges&igte Formation mit JIp C .F. Dam sind 
gleichmdg: 
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a) h’s gibt einp mit 9 = .UP@( p). 
b) Es ist W., = ZT . 
c) Iis ist ?YeF = z.-, . 
Beweis. a) ti- b): Kach 4.9 ist T., ‘.= L?s , und nach 4.3 ist -T,, = ?YF . 
b) Z- c): ist wegen ?YTF C TT C 2% trivial. 
c) + a): Kach 3.4 und 3.5 geniigt cs zu zcigcn: 
1st der .F-Projcktor 5 der Gruppc 8 cinc maximale Untergruppe von Q 
mitn,,,~G=~,soist~~~(q)fiiralleq~~8:~~. 
Angcnommen, es sci 3 $.9(q) fiir ein q { 1 CVj : 5 I. Dann bcsitzt 6 nach 
1.2 einen treuen, irreduziblen nichttrivialen Modul 9X iiber GF(q) derart, 
class ‘W, den trivialen, irreduziblen B-Modul als Faktormodul enthllt. Da 
‘$Rg,/!Vi E 5 ein .F-Projektor von $jj%tJr g ti ist, wobei Sj das semidirekte 
Produkt von (li mit 9N ist, enth%lt !U@ einen .F-Projektor 8 von 5, und da 
9.Q den trivialen g-Modul als Faktormodul enthllt, ist [gT(“), YR] < IN. 
Xach 2.6~) ist dann 5 n gm > CC Wcgen & e%(q) ist (s 6 .T+(q)), also ist 
nach 2.9 nun ‘351 > 101 n 5. Da 6 in TF liegt, ist dann 9 E Z,7 = <Ys . 
Dies ist jedoch nicht m8glich, da die %-Projektoren von Sj dann .F-Kormali- 
satoren sind, und diesc cincn Hauptfaktor von $$ cntwcder dccken oder 
meiden. Also ist 9 = Y$@( p). 
5.1. DEFINITIOK. Sei 9 cinc gesiittigte Formation und p eine Primzahl. 
a) 1st 3 tin .F-Projektor der Gruppe (5, dann habe 3 in @i p-Deck-hleidc- 
Eigcnschaft, wenn 8 alle p*-exzentrischcn p-Hauptfaktoren von (li mcidet. 
Wensichtlich haben mit i‘y dann alle .F-Projeltoren von 6 diese Eigenschaft. 
b) Die Formation 9 habe p-Deck-Meide-Eigenschaft, wenn in jeder 
Gruppc (IT, die .F-Projektorcn von 6 p-Deck-Meidc-Eigcnschaft in (5 haben. 
c) 1st & ein s-Projektor dcr Gruppe (5, dann habc 5 in 8 Deck-lMeide- 
Eigenschaft, wenn 3 p-Deck-MeidcEigenschaft hat fiir alle Primzahlen pm 
d) Die Formation .F habe Deck-Mcidc-Eigenschaft, wenn sie p-Dcclr- 
MeideEigenschaft hat fiir allc Primzahlen p. 
Das Ziel dieses Paragraphen ist, einen iSbcrblick iiber- alle gesattigtcn 
Formationcn mit p-Deck-Meidc-Eigcnschaft bxw. Deck-Veicle-Eigcnschaft 
zu gewinnen. 
Xach Carter und Hawkes [I], 4.1 dccken oder meiden die .F-Normalisa- 
toren cincr gessttigten Formation F in jeder Gruppe Q jeden Hauptfaktor 
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von Q. Fine gesattigtc Formation 3, bci der in jeder Gruppe (ii die .7-Kor- 
malisatoren von 6 mit den %-Projektoren von 6 zusammenfallen, hat deshalb 
Deck--3Icide--Eigenschaft. We vvir abcr in 4.2 gesehcn haben, folgt a.us 
g3T = Y such F = Y. Deshalb erhllt man auf diese Weise kcine nicht,- 
trivialen gesattigte Formationen mit DeckMcidcEigenschaft. 
Ist .F eine gedttigte Formation mit Jr c 9 und 6 eine Gruppc, so sind 
di.e S-Kormalisatoren von Cfi i.a. nicht dadurch charaktcrisiert, dass sic a.i!c: 
,‘-zentralen Hauptfaktorcn von (ii decken und allc .S’-exxntrischen Haupt- 
faktoren von 6 meiden, wit man schon am Ileispiel der Formation der 
nilpotenten Gruppcn sicht (Huppcrt [5], \I, 11.12). Dagcgen gilt 
Bezeis. Wir zeigen mit Induktion nach dcr Cirdnung van (5: d.ass 7,I 
tin ,F-Projektor von 6 ist. Fur 6 = & ist nichts zu lxweisen. Sei nun 92 ein 
minim&x Kormaltcilcr von 6. Dann haben offcnsichtlich 11%/91 und die 
S-Projcktoren von 6/S in 6/c% ebenfalls Deck-Mcide---Eigenschaft. Deshalb 
gibt es einen .R-Projektor 5 van 8 mit vt =--I US. 1st % S”“-zcntral., so folgt 
$J = 11. Sei also ‘% -S*-exzentrisch. Dann ist 5 +z S‘S/% ix 1[91!‘5t zz 11.. 
Deshalb liegt LI in .F. Kach Huppert [5], ‘VI, 7.12 licgt 2! dann :n einem 
gecigncten .9-Projcktor van U%. Folglich ist U ein R-Projektor van 11%. 
Da U’S den .F-Projcktor 5 ron (6 cnthalt, ist LI dann ein .F-Projektor von 6~ 
Die folgende Aussage steht in Huppert [Tj, \.‘I, ! 3.4~) fiir die Formation 
der nilpotcnten Gruppcn. Mit Hilfc von 5.2 kijnncn \vir sie fiir einc g&sex 
Klasse von Formationen heweisen: 
5.3. BemePkung. Sci A? -/L 0 tine Formation und .F = .,V#. Sci (6 
eine Gruppe vonp-Lange :< 1 fur allc Primzahlenp, in der die S-Projektoren 
Deck-Meeide-Eigenschaft hahen. Dann sind die .27-Projektorcn von 8 
zuglcich ST-Kormalisatoren. 
Beaeis. Die Formation 9 wird durch (,yVZ?], l&al inklusiv und ~011 
erklart. Da die ,F-Kormalisatoren von 6 nach Carter und Ha&es L/j, 4.1 d.ie 
.F-zentralen Hauptfaktoren von 6 deckcn und die .%-cxxntrischcn Haupt- 
faktoren van (6 meiden, gcniigt es nach 5.2 zu zeigcn, dnss jedcr Fv-zentralc 
Hauptfaktor van (6 zugleich .8-zentral ist. Sci &/R ein “9’“~zcntraler 3- 
Hauptfaktor van 6. Dam1 liegen. die F-l’rojektoren van BiC,( @/R) in 
S$#. Da 8 p-Lange :< I hat, ist C!!C,($$SZ) E z,, . Folglich liegen die 
.F-Prqjektorcn von Q/C,($$) in A“. Sach 2.9 ist dann 6~Cc,($/fi) E 2, 
und $/Si ist ,T-zentral. 
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5.4. HILFSSATZ. Sei AT eine gesiittigte Formation Deb Charakteristik ST, die 
Eokal inklusiv und a011 durch {.9(q)} erkliirt ist, und seip E T. Die Formation .9 
habe p-Deck-Meide-Egenschaft. Dann gilt: 
I.yt der F-.Projektor 3 von Cc eine maximale Ontergruppe von CF, mit 
ncE,~G-~undp~~C~:~~, so& SEP((p). 
Bezeis. Die Grqpe 6 hat genau einen minimalcn Normalteiler $92, und 
es ist p { 1 92 I. Iiach 1.3 besitzt deshalb Cbj &en treuen, irreduziblen Modul 
9J2 iiber GF( p) derart, dass 9J2, den irreduziblen trivialen g-Modul als 
Faktormodul enthalt. Sci a das semidirekte Prod&. von 8 mit 9J2. Da 9J2% 
den irrcduziblen trivialen sT-Modul also Faktormodul enthalt und wegen 
p E T, hat die Gruppe ‘3513 einen Normalteilcr Ji mit 9J2 > fi und 9J23/51 E 9. 
Dcshalb gilt fir einen g-Projektor 3 von ‘9J25 nunW8 = AE, insbesondere 
5 r~ 9J2 > e. Da *9J23,/9J2 E 3 ein .F-Projektor von .5/9J2 g 8 ist, ist 3 ein 
s-Projektor von 9. Kach Voraussetzung hat die Formation 9 p-Deck- 
Meidc--Eigenschaft. Folglich wird wegen 8 n 9J2 > @ der minimale Xormal- 
t&r ‘9J2 von 5 gcdeckt. Xach 2.9 ist dann (5 G !&YJ2 E-~*(P), also 
gjES((p). 
Der nkhste Satz zeigt, dass die p-Deck-Meide-Eigenschaft fur eine 
Primzahlp von trivialen Fallen abgesehen, die Deck-RleideEigenschaft nach 
sich zieht. 
5.5. SATz. Sei 9 eine gesiittigte Formation der Charaktmistik T und p 
eine Primxahl. Dann sind gleichwertig: 
a) Die Formation 3 hat p-Deck-!IIeide-l?igenschaft. 
b) Es ist p t$ T oder YSS = 9 oder 9 hat Deck-Meide-Ea&nschaft. 
Beweis. 1st p ET, so folgt nach 5.4, 3.5 und 3.1 aus a) YV% = 9 oder 
YD@ = .F. 1st A??& = s, so deckt ein s-Projektor einer Gruppe (fi 
alle p’-Hauptfaktoren von Q. Da .B nach a) p-Deck-Meide-Eigenschaft hat, 
ergibt sich dann insgesamt die Deck-Meide-Eigenschaft von .F. 
Dass a) aus b) folgt, ist trivial. 
Wir bctrachten zunachst die in 94 schon behandelten Formationen .T der 
Gestalt .F = sP,N(p). Dass solche Formationen zur Deck-Meide-Eigen- 
schaft tendieren, zeigt folgendc Remerkung: 
5.6. Bemerkung. Sei 3 = Y&!T(p) eine gesattigte Formation und 6 
eine Gruppe mit p-Lange < 1. Dann haben die .F%-Projektoren von 8 in 8 
Deck-Meide-Eigenschaft. 
Beweis. Sei 3 ein F-Prqjektor und 92 ein minimaler Normalteiler von 8 
mit (% < 92 n 5 < 92. Da 5 nach 3.4 alle p’-Hauptfaktoren von 6 deckt, 
ist 1 92 1 einc p-Potenz, und da oi p-Lange ;< 1 hat, ist S/C,(92) eine 
p’-Gruppe. Sei 2 E S/C&2) und 53 d as semidirektc Prod&t von L? mit ‘32. 
Dann hat 43 ebenfalls p-Lange :< 1, und fur einen S-Projcktor 3 von 5) 
giit 6 < yt (7 5 < 91, da wegen E < 92 n g < 92 sicher iy C”~lP) < C,($J;j 
gilt. T;Z’egen p Y 1 !&92 1 ist !$R E YT,, C F, also 82 .= !?J und damit 
92 n 5 ~5 !?J, cntgcgcn dcr Minimalitat von 92. 
5.7. HILFSSATZ. Sei F = Y$,N( p) und 3 ein. 97-PrGjektor der Gr@pe 6. 
llann gilt: 
Genau dann hat 3 in C!5 Deck-.Meide-Eigensclmjt, wenn es ein p-&Complement 
fi con (fj.~!P) gibt mit 5 ::: X(&R). 
Uexeis. ;\;ach 3.3 ist *F(p) C .F == S(q) fur alle q f p. Deshaib ist 
nach 2.10 .F*( p) == -F(p), d.11. jeder S*-zentra!e p-Hauptfaktor einer 
Gruppe ist such F-xcntral. 
aj Sci 51 cinp-Iiomplement von Wtn) und 5 = :V6(Si). Sach Carter und 
Havvkes [I], 3.3 hat 5 dann p-Deck-MeideEigenschaft in 6,. Kacb. 3,4 
ist YB, Q 9. Also deckt 5 alle q-Hauptfaktorcn von 6 fur q #: p. Insgesarnt 
ergibt sich dann die Deck-Mcidc-Eigenschaft von 3 in 8. 
b) Der .F-Projektor 5 habc Deck-Meide-Eigenschaft in 6. Sei Si’ 
irgertdein p-iiomplement van (li .F;*-(P) Da X,($1’) ein p-Romplement von 6 . 
cnthalt, deckt M,(S) alle p’-Hauptfaktoren von 6, und nach Carter und 
Hawkes [I], 3.3 meidet M,(A’) genau die p-cxxentrischcn p-Hauptfaktoren 
von 6. .Kach 5.2 ist deshalb N&R’) ein .F-Projcktor von 6. Folglich gibt es 
cm p-Iiomplement .% von 6F(B) mit 3 == :VctJ(R). 
5.8. &LFSSATZ. Sei 9 = Y;,f-F( p) eine gesiitt<qtc Formation. Genau 
dama hat die Form.atio?l .F Deck-A!leide-Eigenschaft, zcenn in alIen Greppen ($3 
jiir die .F-Projektoren 5 ‘iron 05 das 9( p)-Residuum pF(“’ van 3 ein p-&m- 
plenzent von 05*-f PJ ist. 
Ueweis. a) Sei 5 ein S-Projektor der Gruppe (ri und 8F(ui ein p-Kom- 
plement von @T(p). X2ch 5.7 geniigt es au zeigen, dass X6(~F!xJ)) == g isc. 
Es ist nach 3.3 &~6(~F(1)))j~~:(*J E F*(qj fur alle q. Aus 2.9 folgt dann 
2\Ta(pslPj)/k~(TJJ E,F, 21~0 z __- ~~“CP) = ~~7s(~F(?J))e 
b) Nun habe die Formation .F Deck-Meide-Eigenschaft. Wegen 
@FlB) < ($F(TJ) ist (0 T.plrO)(f, < @F(P). x2& 3.3 ist Q/(~~!Pi)@ in $*(4j f$ 
allc q. Mit 2.9 folgt Cfi/‘(~-F(“))’ E ;F n r,*‘( pj I:;: c$F( pj. alsO ist (gF*:‘P))’ zz 
oj.F(“, 
Regen -,.Flv?, < (OF uric{ da ~~CP; eine p’-Gruppc ist, gibt es ein 
p-I&qlement si von fiF(n) mit 5-F(“) :< ti. 1st gF(*) < 51, so gibt es wegen 
(&“f”))!” = @F(“) keinen I\jormalteiler $2 van 6 derart, dass 5.7(P) ein 
.p-Romplcmcnt von 92 i,st. Also gibt es nach 1.4 eincn irreduziblen 6Modul 
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(332 iiber GF( p) mit & < Cg;(rF(“)) < 92. Sci $ das scmidirekte Produkt 
von 6 mit 92. Nach 2.6a) ist 3 == @L’~,l(~~(fl)) ein $-Projcktor von @JJ2. 
Da @9J2@2 E i”y ein F-Projcktor von QYJ2(%72 z 8 ist, ist g ein .F-Projektor 
von sj. Aber der minimale Xormalteiler %l2 von 5 wird von 8 weder gcdeckt 
noch gemicdcn. Also ist doch gg(x) = 5%. 
Wir kiinncn nun das Hauptergebnis dicses Paragraphen beweiscn: 
5.9. SATL Sei g eine gesiitt&te E’ormation der Ckarakteristik TT, die lokal 
ink&v und a011 durch (T(q)} erkliirt z&d. Dam gilt: Hat 9 L)eck-Meide- 
Eigenschaft, so ist .F :=: 9% odeer .F == :sP,&( p) f iir eilie geez@ete Prirnzahl p. 
Ist .F = Y&q p) c Y, so hat ,F( p) Charakteri.stik p (vgl. 2.5). 
Seweis. a) Da 9 Deck-Meide-Eigenschaft hat, hat 9 q-Deck-Meide- 
Eigcnschaft fur allc Primzahlen q. Bus 5.4 und 3.5 folgt dann YU < 9 oder 
x[, < 3 fiir alle Primzahlen q. Gibt es eine Primzahl p mit .YV, < %, 
so ist nach 3.4 cntweder 9 = 9Tp, .::= ?YT oder 9 FL= S$,*s( p). A4ndernfalls 
ist x1 Q .F fur alle q E TT. Dam1 ist 9: Q 9 und damit .9 = YZ . 
b) Sei nun .F = Yx,@(p) C Y. Hat 9(p) nicht Charakteristik p, so 
gibt es ein q f p derart, dass die zyklische Gruppc der Ordnung q in .9(p) 
licgt. Insbesonderc enthalt 9(p) d arm such alle clementarabelschen 
p-Gruppen. 
Wegen 9 C Y ist 9(p) C .F. Sei nun ($6 E 3, minimal nicht in .9(p). 
Dann hat (si genau eincn minimalen Normalteiler 92 -: @rF(r), und ‘92 hat 
p’-Ordnung. Also hat 8 nach 1.3 einen irreduziblen, treuen Modul !JJ2r 
iiber GF( p). Sei C%, das semidirekte Prod&t von 8 mit $92, . Wegen q f p 
und da ‘9l21 der cinzige minimale Normalteilcr von fir ist, besitzt 8, nach 1.2 
einen treuen, irreduziblen Modul ‘9Xx iiber GF@) derart, dass (%2JL,)(r den 
trivialen, irreduziblen U%NIodul also Faktormodul enthllt. Sei (ljs das semi- 
direktc Produkt von (r,r mit 1132, . 
Wir betrachten nun die Gruppe WJJ2a . Da 8 ein 9-Projektor von 8, ist, 
enthalt CWJ2, einen .F-Projcktor 3 von 6, . Wegen Y9, < 9 ist & = UXJ2, . 
Da (YJ2,), den irreduziblen, trivialen @LModul also Faktormodul cnthdt, 
gibt es cincn Xormaltcilcr 2 von 5 mit 2 < ‘9J2Z und [‘9J2, , fi] .< %. Also 
ist &:ZS2 ein dircktes Prod&t von OX/Z s 92 z QjtY2 E ,F( p) mit 92,92,ZY2 7s 
m,,z. Deshalb ist z/292 E 9( ,p) und damit @‘“(r) < 2%. 
Wegen 8 $ F(p) ist O& $ .T( p). ,41. $0 ist (c:(r)) :. G. 1st fir(7)) n 9.X, -=c 92z, 
so folgt wegcn der IrrcduzibilitPt von YJ2, nun @r(P) n !I& =: (2, also 
OTT < Coj2(9J2311). Da s9J2s treu ist, folgt der Widerspruch U$(p) .< YJ2, . 
Also ist @F(P) 2 ~~~oW2, = ~29J2,9J2, . Wcgen q 1 ) $YJ2s : 2 1 1 1 $JJz,9J2a : 2 1 :--: 
( WU2#2, : %!32 1 und wcgen 77(n) < 292 ist 0 cx(~) k&n p-Komplement von 
OTT. Also hat .F nach 5.8 nicht Deck-Meide-Eigenschaft, entgegen 
unserer Annahme. Folglich hat 9( $) Gharakteristik~. 
5.10. F~LGERLXOE~. a) Ist .9 eine gesiittigte Formation der Charakteristik 
T mit vii -# QJ, so hat 3 genazl dann Deck-Zleide--I2genscha$, wenn 9 d;ie 
Fo70rmation slier 7i-Gwp$en ist. 
b) .KeaAe gesiittigte Formation 9 der Gestalt 9 -y= .Nz%? C 9 hat Deck- 
Meide-Eigenschajt. 
LT) Ist die gesiittigte Fonnakioon 37 ent:zeder abgcschlossen be.zi@ch Bi!daq 
aon ATwmalteilern oder bkal dwch gesiittigte Fownatiwaen erklirt, so gilt: 
Genazt dunn hat 9 Deck-Meidc Xigerasch~ft, uwan S7 entweder die Formatiolz 
deEp r-Grza$$erl fiir eine Primzahlmenge ‘;i 3der 99 die Yormatior, der p-nil$otentepz 
Grq?$en,~2r eine Wimxahlp ist. 
Beweis. a) Hat 3 Deck-Meide-Eigenschaft, so ist nach 5.9 cntweder 
3 ::. 9% oder 9 = T?TP,S( p). Da die Charakteristik voc JT$:~( p) ai!.e 
I’rimzahlen umfasst, folgt wegen ni + 2 nun 9 = P7 . 1st .F :-= -Y7 : 
so hat 3 trivialerweise DeckMeide-Eigenschaft. 
b) Hat .F = .N’Z Deck-Meide-Eigcnschaft, so giht es wcgen A’ c 3 
nach 5.9 eine Primzahl .p mit .F =:: Yfl&( 9). Die Formation 3 wird. wegen 
P -::: ./ITS? lokal inklusiv und voll durch {P(q)) mit .9(q) == L3$%’ erklart. 
Xach 3.3 ist x,X :-:- .F fur y =# p, Seien nun r, s Primzahlen mit r f p f 
s f T. Dann folgt A? = ~~~~ a3 LQP = 9, also LX? = .&“Z?. Dies erg&t 
jedoch .% = ,Y und damit 9 == .Y. 
cj (1) Hat .‘;i; Deck-Meide-Eigenschaft und ist 3 f YT fur jede Prim- 
zahlmcngc TT, so hat F nach 5.9 die Gestalt .F = .YS@(p), wobei S( .p) 
Charakteristik p hat. 
Sei zuerst F abgeschlosscn beziiglich Rildung van ~ormaltcilcrn. Kach 2.2 
ist dann die lokale Formation S(p) ebenfalls abgeschlossen beztiglich 
Bildung van ~ormalteilern. 1st S(p) 3 Yv, so gibt cs eine Gruppe 07 E !F( p), 
minimal nicht in Yn. Die Gruppc 6 hat dann cinen minimalen Normal- 
teiler 93 \;on q-Potenzordnung mit q #. p. Da .B( ,p) abgeschlossen ist beziig- 
lich Rildung uon Sormaltcilcm, ist ‘3 E .F( p). J . b ns esonderc ist dann such die 
z$&che Gruppe der Ordnung q in .F( p), und 3( pj hat nicht Charakteristik 
p. Folglich ist ,ST( p) -== CYx, und damit .%J = -rP,,Zi,, 
Sci nun S( p) gesattigt und lokal durch {J?(q)} erklart. Gibt es ein q + 1; 
mit A?(q) + M, so ist die zyklische Gruppe der Ordnung q in F(p), und 
P(p) hat nicht Charaktcristik p. Also ist ~~"(yj := & Sir allc q -,‘- p end 
damit ,.3-(p) = .?4, . Also ist ebenfalls .F 7 .YP,.y,J . 
(2) 1st .F -..= XT , so hat .F trivialern-eisc Deck-Neide-Bigenschaft. 1st 
.T = &.Y,, , so enthalt tin .a-Projcktor 3 einer Gruppe Cci nach 3.4 ein 
p-I~omplemcnt 8,~ van (6. Also ist & = X&6,,,,). Dann ist (Gp, such ein 
p-&mplement van ($jjz(TJ) _ (Lisa. Dcshalb hat S= nach 5.7 Deck-Meidc- 
Eigenschaft. 
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Eine offene Frage bleibt, ob jcde geslttigte Formation 9 = L?7@( p), 
wobei s(p) Charakteristik p hat, Deck-Meide-Eigenschaft hat. Wir geben 
deshalb zum Schluss dieses Paragraphen noch eine Charakterisierung der 
gesattigten Formationen mit Deck--Mcidc-Eigenschaft durch .F-Normali- 
satoren: 
5.11. SA~‘Z. Sei 9 eine gesiitta&e Formntiort mit JV’ C 9. Dunn sind 
gleichwert&: 
a) Die Formation 3 hat Deck-Meide-Eigenschaft. 
b) Es gibt eine Primzahl p derart, dass in allen Gruppm 6 die p-Sylow- 
gruppen der &r-:\‘ormalisatorerz vun 8 zcnd die p-Sylowgruppen der 9-Pfojek- 
toren von 6 gleiche Ordnung haben. 
Beweis. a) 3 b). Nach 5.9 gibt es eine Primzahl p mit 9 := Sq,@( p). 
Aus 3.3 folgt F(p) C F(q) fur alle Primzahlen q, also nach 2.10 F*( p) == 
*F(p). Folglich sind alle p-Hauptfaktoren einer Gruppe (5, die von einem 
.F-Projektor von 6 gedeckt werden, R-zentral, werden nach Carter und 
Hawkes [I], 4.1 also von jedem %-Sormalisator von 6 gedeckt. Da nach 
Carter und Ha&es [I], 5.3 jeder s-Projektor von Q einen fl-Normalisator 
von @i als Untergruppe enthalt, und da nach Carter und Hawkes [f], 4.1 die 
.F-Kormalisatoren von 8 alle T-exzentrischen Hauptfaktoren von 8 meidcn, 
folgt wegen der Deck-MeideEigenschaft von .F die Behauptung. 
b) Z- a): Aus b) und aus Carter und Hawkes [I], 4.1 folgt, dass .F 
p-Deck-Meidc-Eigenschaft hat fur die in b) angegebcneprimzahl p. Kach 5.5 
ist deshalb Y$F = % oder .T hat Deck-MeideEigenschaft. 1st ZIF = .F, 
so ist nach 3.2 s(q) cl -F(p) fur alle Prirnzahlen q. Aus der Voraussetzung 
unter b) und aus Carter und Hawkes [I], 4.1 folgt, dass alle von eincm 
@-Projektor gedeckten p-Hauptfaktorcn eincr Gruppe 6 s-zentral sind. 
Hieraus crgibt sich leicht s*(p) = :F( p). Nach 2.10 ist deshalb s(p) C s( q) 
fur alle c/. Insgesamt folgt s(p) = %(q) fur alle p, q und damit .T = .Y. 
Also hat 9 in jedem Fall Deck-Meide-Eigenschaft. 
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